
フーリエ級数(指数関数) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

フーリエ級数の三角関数展開式 

𝑓(𝑡) = 𝑎0 + ∑ (𝑎𝑘 cos
2𝜋𝑘

𝑇0
𝑡 + 𝑏𝑘 sin

2𝜋𝑘

𝑇0
𝑡)

∞

𝑘=1

 

 

に、オイラーの公式 

𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 

𝑒−𝑖𝜃 = cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃 

より求めた 

cos 𝜃 =
𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃

2
 

sin 𝜃 =
𝑒𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃

2𝑖
 

を代入する。 ただし、𝛺0 =
2𝜋

𝑇0
とする。 

 

𝑓(𝑡) = 𝑎0 + ∑ (𝑎𝑘

𝑒𝑖𝛺0𝑘𝑡 + 𝑒−𝑖𝛺0𝑘𝑡

2
+ 𝑏𝑘

𝑒𝑖𝛺0𝑘𝑡 − 𝑒−𝑖𝛺0𝑘𝑡

2𝑖
)

∞

𝑘=1

 

= 𝑎0 + ∑ (
𝑎𝑘 − 𝑖𝑏𝑘

2
𝑒𝑖𝛺0𝑘𝑡 +

𝑎𝑘 + 𝑖𝑏𝑘

2
𝑒−𝑖𝛺0𝑘𝑡)

∞

𝑘=1

 

= ∑ (
𝑎𝑘 − 𝑖𝑏𝑘

2
)

∞

𝑘=−∞

𝑒𝑖𝛺0𝑘𝑡 

= ∑ 𝐹𝑘

∞

𝑘=−∞

𝑒𝑖𝛺0𝑘𝑡
 

𝐹𝑘がフーリエ計数となる。 

 

〇周期𝑇0の周期関数𝑓(𝑡)は、複素指数関数の無限和で表すことができ、これを𝑓(𝑡)の複素数型 

フーリエ級数展開という 

〇フーリエ級数展開の各係数は、𝐹𝑘 =
1

𝑇0
∫ 𝑓(𝑡) 𝑒−𝑖𝛺0𝑘𝑡𝑑𝑡

𝑇0
2

−
𝑇0
2

で与えられて、フーリエ計数と呼ぶ 

〇足し合わされる複素指数関数は、元の関数𝑓(t)の周期と、その整数分の１の周期（1/2 の周期、

1/3 の周期、1/4 の周期…）を持つものであり、それ以外の周波数成分を持たない 



 

次にフーリエ級数の式 

𝑓(𝑡) = ∑ 𝐹𝑘

∞

𝑘=−∞

𝑒𝑖𝛺0𝑘𝑡 

において、指数関数の直行性 ∫ 𝑒𝑖𝛺0𝑚𝑡 𝑒−𝑖𝛺0𝑛𝑡𝑑𝑡 = 𝑇0𝛿𝑚,𝑛

𝑇0
2

−
𝑇0
2

 

より、𝑒−𝑖𝛺0β𝑡  をフーリエ級数展開式の両辺の右から掛け、積分をとることで𝑘 = βのときのフー

リエ計数𝐹𝛽を求める 

∫ 𝑓(𝑡) 𝑒−𝑖𝛺0𝛽𝑡𝑑𝑡 =

𝑇0
2

−
𝑇0
2

∫  ( ∑ 𝐹𝑘

∞

𝑘=−∞

𝑒𝑖𝛺0𝑘𝑡) 𝑒−𝑖𝛺0𝛽𝑡𝑑𝑡

𝑇0
2

−
𝑇0
2

 

= ∫ 𝐹𝛽𝑒𝑖𝛺0𝛽𝑡 𝑒−𝑖𝛺0𝛽𝑡𝑑𝑡

𝑇0
2

−
𝑇0
2

 

= 𝐹𝛽𝑇0 

∴   𝐹𝛽 =
1

𝑇0
∫ 𝑓(𝑡) 𝑒−𝑖𝛺0𝛽𝑡𝑑𝑡

𝑇0
2

−
𝑇0
2

 

 

以上から、一般的に𝑘番目のフーリエ計数は以下となる 

𝐹𝑘 =
1

𝑇0
∫ 𝑓(𝑡) 𝑒−𝑖𝛺0𝑘𝑡𝑑𝑡

𝑇0
2

−
𝑇0
2

    (−∞～𝑘～ ∞) 

 


